UAA 7 :

Geometrie analytique et
synthetique de [’espace




1¢7¢ partie : La géométrie synthétique

Objectifs : Géométrie analytique et synthétique de I’espace 5¢me 6h

1¢¢ partie : La géométrie synthétique

L’éleve doit SAVOIR :
1. Donner les positions relatives de deux droites.
Donner les positions relatives d’'une droite et d’un plan.
Donner les positions relatives de deux plans.
Enoncer le critere de parallélisme de deux droites.
Enoncer le critere de parallélisme d’une droite et d’un plan.
Enoncer le critére de parallélisme de deux plans.
Enoncer et démontrer le critére d’orthogonalité d’'une droite et d’un plan.

Enoncer et démontrer le critere d’orthogonalité de deux droites.

L 0 N o v B~ w N

Enoncer et démontrer le critere d’orthogonalité de deux plans.

[E
o

. Expliguer comment construire la perpendiculaire commune a deux droites gauches et
démontrer le théoreme qui y est lié.

11. Démontrer le théoreme du plan médiateur.

L’éléve doit ETRE CAPABLE DE :
1. Préciser la position relative de droites et de plans, a partir d’'un polyédre.

2. Démontrer des propriétés géométriques par une méthode synthétique.
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Les mathématiques progressent souvent au travers de controverses, plus ou moins apres,
plus ou moins exprimées. La rigueur n'est pas toujours la seule pomme de discorde : la
simplicité, I'élégance, la beauté d'une construction sont aussi objet de débats.
L'argumentation porte souvent sur un probleme emblématique, par exemple la construction
d'un cercle tangent a trois cercles donnés dans un plan.

Sa résolution par Frangois Viete, dans un texte paru en 1600 sous le titre de I'Apollonius
Gallus, eut un grand retentissement. Les siecles passant, ce probléme fournira a chacun
I'occasion de tester I'efficacité et I'élégance de sa mathématique : supériorité de I'algebre ou
de la géométrie analytique naissante sur la géométrie des anciens, des le XVII° siecle, puis,

au XIX® siécle, supériorité de la géométrie pure (synthétique) sur la géométrie analytique.

Emile Lemoine (qui a laissé son nom a un point du triangle) écrit en
1892 dans les Nouvelles annales de mathématiques : «Je ne connais Ny =S
pas de question particuliere de géométrie élémentaire qui ait donné
lieu a autant de travaux et d'ingénieuses solutions. Il n'y a pour ainsi
dire pas d'années ou quelque géometre n'ait publié soit une
solution, soit des remarques nouvelles, soit quelque démonstration
nouvelle au sujet du célebre probleme ; et la mine n'est pas

épuisée... »

La querelle analytique-synthétique au début du XIX®siecle sera féconde : elle donnera
naissance a la géométrie synthétique (ou supérieure), la géométrie projective, la géométrie

des transformations...
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A. Rappels

(1) Notations, axiomes' et représentation

1. Notations

e Un point de I'espace se représente par un point et est désigné par une lettre

majuscule (A4, B, C, ...).

¢ Une droite de I'espace se représente par un segment et est désignée par une lettre
minuscule (a,d,d’,...) ou par deux points qui lui appartiennent (AB, XY...).

e Un plan de I'espace se représente généralement par un parallélogramme et est
désigné par une lettre grecque (a',,B,lT,...) ou par trois points qui lui appartiennent
(ABC,XYZ,...)

Pour signaler que le point A appartient a la droite d, on écrit ALld . De méme, un point

peut apparteniraunplan: AO/T.

Par contre, une droite est incluse dans un plan et on écrit d [ /7.

2. Dans le plan

1) Le plan est un ensemble infini de points.

Le point A est un point du plan 77s’écrit : AL 7. il
d
2) Une droite est un ensemble infini de points. /
A
Le point A est un point de la droite d s’écrit :
Ald .

3) Par un point, il passe une infinité de droites. %%
r

B
A
1 Un axiome (du grec ancien « axioma » qui signifie « considéré comme di;

a
une propriété admise sans démonstration. Les axiomes représentent le fondement d’une théorie
mathématique.
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4) Deux points distincts définissent une et une seule droite.

La droite passant par A et B s’écrit: AB.
5) Axiome d’Euclide :

2
, . i /

Par un point donné, on peut mener une et une {ﬁ/,//'/“f;

seule droite parallele a une droite donnée. / /

En langage mathématique, on écrit: PO, Od O m: Od' O | d'//d et POd'.

On peut donc aussi caractériser une droite par un point et une droite : la parallele a

la droite d passant par le point A détermine une et une seule droite.

2. Dans I'espace

1) Lespace est un ensemble infini de points.

2) Par une droite, il passe une infinité de plans.

La droite d est incluse dans le plan @ s’écrit: d U a .

3) Trois points distincts non alignés déterminent un et un

B
c
seul plan. /f‘ . /
A

On peut aussi caractériser un plan par une droite et un =%
X . X , . J;//
point : la droite d et le point A n’appartenant pas a d ‘-

déterminent un et un seul plan.

4) Toute droite qui comprend deux points distincts d’un

plan est incluse dans ce plan.

5) Deux plans qui ont deux points distincts communs ont

une droite commune.
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(2) Positions relatives des droites et des plans de I'espace

Rechercher les différentes positions de deux droites, d’'une droite et d’un plan, ou de deux

plans, c’est envisager le nombre de points d’intersection qu’ils peuvent avoir.

1. Positions relatives

de deux droites

Paralléles distinctes Paralléles confondues Sécantes Gauches
Paralleles Tous les points en Un unique point Non paralleles
sans point commune d’intersection sans point

d’intersection d’intersection
b

2. Positions relatives d’une droite et d’un plan

Sécants

Paralléles distincts

La droite est incluse dans le

plan

Un unique point

d’intersection

Aucun point d’intersection

Tous les points de d

appartiennenta a

3. Positions relatives de deux plans

Paralléles distincts

Paralléles confondus

Sécants

Aucun point d’intersection

Tous les points en commun

Une droite comme
intersection

L/
A

4,/
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4. Exercices H

1. On areprésenté en perspective cavaliere un cube ABCDEFGH. E

F
Le point I est le centre du carré ABCD. D
Lo
(1) Précise la position relative des plans suivants (précise leur =7
éventuelle intersection) : A B

a. lesplans BCHetEBC ..............c.........
b. lesplansBCHetAEI........................
c. lesplansADIet FGH...........................

(2) Précise la position relative des droites et plans suivants (précise leur éventuelle
intersection) :
a. ladroite ECetleplan FGD..............ccccc........
b. ladroiteABetleplan EFC...................ccu....
c. ladroite Eletleplan ABC..............cccoveee....

(3) Précise la position relative des droites suivantes (précise leur éventuelle
intersection) :

a. lesdroitesACetIC...............cooevneennt.

b. lesdroitesABetAC.............cooeiiiiiii.
c. lesdroitesABetCG..............ocevieinnin.
d. lesdroitesABetDC..............c.ccoieinne.
e. lesdroitesACetBD..............c..c..oouen.
f. lesdroitesABetEG.........c..ccocevuenen..
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2. ABCDEFGH estuncube. I, J, K, L, M et N appartiennent respectivement aux arétes

[AB], [AD], [AE], [EH], [HG] et [HD].
(1) Compléte les phrases par I'un des mots suivants : « gauches », « paralléles

confondues », « paralléles distinctes » ou

« sécantes ». B
ABetIJsont ....oooovveeiiiiiiiiiiiiinn.. I’,
AD €t BCSONt .o '

Alet KJsont ......coooiiiiiiiiiiiiinnn.n.
KJet LN sont ...........cccoeeeiiiineeiann, N
KIet BFSONt .....c.covviiiiiiiiininn., ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
EF et LM SONt ....ccocovvniiiiiiaiinainnns &/ P

AEet CGSoNnt .....ccovvviiiiieiinnn, /

LMetllsont .cooovvvviiiiiiiiiiiinninnn..

(2) Compléte les phrases par l'un des mots suivants: «sécants en .. »,

« paralleles », « confondus ».

Lesplans ABD et AED sont ........ccoovvivviiiiiiinnnn..

Lesplans AJK et LNH soNt .........cccovviiiiiiinnnnnnn..

Lesplans AEF et DCG soNt ....cvvvviiiiiiiiininiinnn.

Lesplans LNH et EFG sont .......cccovviiiiiiiiiininnnnn.

Lesplans IJK et ABC SONt ....ovvivviiiiiiiiiiinnnnn,

Lesplans AIJ et HLM sont ...........ccevvviiiiinnnnnn..

Lesplans HMN et CIJsont ........cccovviviiiiiiinnnn..

-7 -

Géométrie analytique et synthétique de I’espace — 5° 6h  C. Scolas




3. ABCD est un tétraedre. I, J, K, L, M et N appartiennent respectivement aux arétes
[AD], [BD], [AC], [BC], [BD] et [CD]. IJ et KL
sont paralléles a AB.
Que peut-on dire...
..deladroite JetduplanBCD ? ......................
..desdroitesIJet MN 7 .......ccoiiiiiiiiiiiiiiinn.
..desplans DMN et DIJ ? .......ccccoiviiiiiiiiiiinnn.. N
..deladroite KLetduplan ABC ? ..................
..desdroites KLet DB? ...............cceeeevunn.... A
..desplans DMI et AJB ? ..o,
..deladroite Jetduplan ABC ? .....................
..desdroitesIJet KL 7 ......cccoiiiiiiiiiiiininn.
..deladroite KLetduplanABD ? ..................

4. On a représenté en perspective, ci-contre, un cube
ABCDEFGH. Utilise cette figure pour citer deux droites
NON matérialisées par un segment déja tracé qui soient :

a. paralléles distinctes ............oooeeiiiiiil
b. sécantes ........ccceeiiiiiiiiinnn.

Cc. noncoplanaires ...........cooeevviiiiinnn
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(3) Parallélisme

1.Parallélisme de deux droites

Définition : Deux droites sont paralleles si et seulement si elles sont confondues ou si elles

sont coplanaires et n’ont aucun point commun.

Transitivité du parallélisme : Si deux droites sont paralléles a une méme troisieme, elles sont

paralléles entre elles.

2.Parallélisme d’une droite et d’un plan

Théoréme : Une droite est paralléle a un plan si et seulement si elle est paralléle a une droite

de ce plan.

a

3. Parallélisme de deux plans

Théoréme : Deux plans sont paralléles si et seulement si deux droites sécantes de I'un sont

respectivement paralléles a deux droites sécantes de I'autre.

-9- Géométrie analytique et synthétique de I’espace — 5° 6h  C. Scolas



B. Orthogonalité

(1) Activités

1. Le plus court chemin
Posez le cube face a vous.

1. Appelons M le point milieu de 'aréte supérieure de la face avant de ce cube.
a. Quel est le plus court chemin du point M a la face arriere du cube ?
b. Quel est le plus court chemin du point M a un plan vertical diagonal du cube ?
2. Soit D et H les extrémités de I'aréte verticale arriére gauche et soit I et J les milieux
des arétes horizontales de la face de droite. Appelons N le point situé sur l'aréte
verticale avant droite, aux trois quarts de la hauteur. Quel est le plus court chemin du

point N au plan DHIJ ?

3. Soit S un sommet quelconque du cube. Quel est le plus court chemin de S au plan

passant par les autres sommets des trois arétes contenant S ?

Dans un premier temps, vous étes invités a manipuler le cube et a montrer le plus court chemin.
Dans un second temps, vous devez décrire le plus court chemin de maniéere a ce que quelqu’un qui

n’est pas présent puisse réaliser la construction : par quels points faut-il passer, quelle direction

faut-il prendre ? N’hésitez pas a utiliser les éléments du cube.
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2. La planche a clou

Tu disposes d’un niveau d’eau, d’une équerre et d’un fil a plomb. Un long clou est planté
dans une planche. Comment vérifier si ce clou est perpendiculaire a la planche ? Envisage
chacun des cas suivants :

a) la planche est horizontale,

b) la planche est verticale,

c) la planche est dans une position quelconque.

Enonce un critére de perpendicularité d’une droite et d’un plan.
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(2) Définitions

Définition : Deux droites de I'espace sont orthogonales si et seulement si une paralléle a

I'une comprenant un point de l'autre est perpendiculaire a cette autre.

d, et d, sont orthogonales : la droite d, paralléle a d, et

vassant par un point de d, est bien perpendiculaire a d, /

Remarque : On réserve le terme "perpendiculaires" pour des droites qui sont orthogonales

et coplanaires.

La notation a [1b signifie que les droites a et b sont orthogonales (ou perpendiculaires).

Exemple : Les droites EF et GC sont orthogonales dans le cube ci-

contre car....
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Définition : Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a

toutes les droites incluses dans ce plan.

d

Définition : Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si I'un contient une droite

perpendiculaire a I'autre.

el

(3) Propriétés

Propriété 1 : Il n’existe qu’une seule droite perpendiculaire a un plan donné et comprenant

un point donné.

Propriété 2 : Il n’existe qu’un seul plan perpendiculaire a une droite donnée et comprenant

un point donné.

Théoréme : Critére de perpendicularité d’une droite et d’un plan :
Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si elle est orthogonale a deux

droites sécantes de ce plan.

d
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Démonstration :
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Théoréme : Critere d’orthogonalité de deux droites :
Deux droites sont orthogonales si et seulement si I'une est incluse dans un plan

perpendiculaire a I'autre.

Démonstration :
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Théoréme : Critére de perpendicularité de deux plans :

Deux plans a et S, sécants suivant une droite d, sont perpendiculaires si et seulement si les

intersections de tout plan y perpendiculaire a d, avec respectivement & et 3, sont deux

droites perpendiculaires.

Démonstration :
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(5) Perpendiculaire commune a deux droites gauches

Théoréme : Il existe une et une seule droite perpendiculaire a deux droites gauches

données.

Construction :

Démonstration :
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C. Exercices

Démontre les propriétés géométriques classiques suivantes :

(1) Si une droite est perpendiculaire a un plan, alors elle est orthogonale aux droites
de ce plan, ainsi qu’aux paralléles de ce plan.

(2) Par un point donné, on ne peut mener qu’une seule droite perpendiculaire a un
plan donné.

(3) Si une droite est perpendiculaire a un plan @, alors cette droite est paralléle a tout
plan parallelea a .

(4) Si deux plans sont paralléles, toute droite perpendiculaire a l'un est
perpendiculaire a I'autre.

(5) Si deux plans sécants sont perpendiculaires a un méme troisieme plan, leur
intersection est perpendiculaire a ce troisieme plan.

(6) Si une droite et un plan sont orthogonaux a une méme droite, alors ils sont

paralléles entre eux
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D. Distances

(1) Distance d’un point a un plan

Définition : La distance d’un point a un plan est la longueur du segment qui joint ce point au

pied de la perpendiculaire abaissée de ce point sur le plan.

Par un point donné, on ne peut tracer qu’une seule A
perpendiculaire a un plan donné. La distance du point
au plan est la longueur du segment joignant le point )B

au point de percée de la perpendiculaire dans le plan.
d(A,a)=|AB|

(2) Distance d’un point a une droite

Définition : La distance d’un point a une droite est la longueur du segment qui joint ce point

au pied de la perpendiculaire menée a la droite par ce point.

On sait qu’il n’existe qu’un seul plan perpendiculaire a
a une droite donnée comprenant un point donné. Le

point de percée de la droite dans le plan est le pied L
de la perpendiculaire abaissée du point donné sur la

droite donnée.

d(A,a)=|AB|

(3) Distance entre deux droites gauches

Définition : La distance entre deux droites gauches est la longueur du segment défini par les

points d’intersection de ces droites avec leur perpendiculaire commune.
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E. Plan médiateur

Théoréme : Le lieu des points équidistants de deux points distincts

A et B de l'espace est le plan perpendiculaire a la droite AB

comprenant le milieu du segment [AB] .

Démonstration :
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2°partie : La géométrie analytique

Objectifs : Géométrie analytique et synthétique de I’espace 5¢me 6h

2¢ partie : La géométrie analytique

L’eleve doit SAVOIR :

1.
2
3
4.
5
6
7

10.

11.

Définir "vecteur directeur".

Donner I'équation vectorielle d’un plan et ses équations paramétriques(formules).
Définir "matrice", "déterminant", "mineur", "cofacteur".

Calculer le déterminant d’une matrice.

Donne I’équation cartésienne d’un plan (formule)

Définir "vecteur normal".

Donner I’équation vectorielle d’une droite, ses équations paramétriques et son
équation cartésienne (formules).

Donner les conditions de parallélisme entre deux droites, deux plans ou une droite et
un plan.

Donner les conditions d’orthogonalité entre deux droites, deux plans ou une droite et
un plan.

Donner les positions relatives de deux droites, deux plans, d’'une droite et d’un plan,

de trois plans.

Expliguer comment calculer la distance d’un point a un plan ou a une droite.

L’eleve doit ETRE CAPABLE DE :

1.
2.

Représenter un plan ou une droite dans un repére orthonormé de I'espace.

Etablir les équations vectorielles, paramétriques et cartésiennes d’une droite ou d’un
plan a partir d’éléments qui le déterminent.

Etablir 'orthogonalité (perpendicularité) ou le parallélisme de deux droites, de deux

plans ou d’une droite et un plan.
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4. Déterminer la position relative de deux droites, deux plans ou d’une droite et d’un
plan et donner I'éventuel élément d’intersection.

5. Utiliser la méthode de Gauss pour résoudre un systeme de 3 équations a 3 inconnues
et en donner une interprétation géométrique.

6. Calculer la distance entre un point et une droite, entre un point et un plan, entre
deux droites paralleles, entre deux plans paralléles ou entre deux droites gauches.

7. Déterminer I'équation du plan médiateur d’un segment.

8. Discuter, en fonction d’'un parametre, I'intersection d’une droite avec une famille de
plans ou d’un plan avec une famille de droites

9. Résoudre un exercice faisant intervenir I’ensemble des notions vues dans ce chapitre.

« Dans la vie il faut éviter trois figures géométriques : les cercles vicieux, les triangles
amoureux et les esprits trop carrés. »

Mario Benedetti
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A. Combinaison linéaire et vecteur directeur
(1) Combinaison linéaire

Définition : Soit u et v deux vecteurs de I'espace.

Le vecteur w=ku +[v, ol k et [ sont des réels, est appelé combinaison linéaire des vecteurs

— —

uetv.

(2) Vecteur directeur

_— ” Soit A et B deux points de la droite d.
B _~"
/ Le vecteur AB donne la direction de la
i~ droite d.

Définition : On appelle vecteur directeur d’une droite d tout vecteur non nul paralléle a un

vecteur défini par deux points distincts de cette droite.

Ainsi, CD est également un vecteur directeur de d.
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B. Equations de plans

On peut déterminer un plan de différentes fagons :
* 3 points non alignés
e 1droite et 1 point ne lui appartenant pas
* 2 droites sécantes

On raisonnera par la suite avec le fait que 3 points non alignés déterminent un plan.

(1) Equation vectorielle

Considérons le plan 77 déterminé par 3 points non alignés
A, BetC.

Soit X un point quelconque de ce plan.

XUOm = E,TC et AX sont coplanaires.
= ﬁ s’écrit comme une combinaison linéaire des vecteurs E et R

o~ AX =k.AB+LAC Equation vectorielle de 1T

AB et A_C" sont des vecteurs directeurs de 7T.

(2) Equations paramétriques
Soit les points A(xA;yA;ZA), B(xB;yB;ZB) et C(xc;yc;zc) déterminant le plan 77. Soit

X (x;y;z) un point quelconque de 77.

XOm « AX =kAB+LAC
o (x=xpy=ynz=z) Tk (g — a0y = vz —2a) F L% — x5 Ye = Yaze —2)
x=k.(xB—xA)+l.(xC—xA)+xA

oy =k(ys—ya) H (Ve —va)
2=k (2= 2,) (2 —2,) + 2,
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Exemple : Déterminons des équations paramétriques du plan 77 déterminé par les points

A(L0;2), B(2;2;0) et C(0;1;1).

Note : Chaque choix d’une valeur pour chaque parametre permet de calculer les
coordonnées d’un point du plan.
Dans I'exemple, si Kk =2et [ =3, ONTIrOUVE ....ooiiiiiii e

Ainsi, le point ..................... appartient au plan 77.

(3) Matrice et determinant

Pour obtenir I'’équation cartésienne d’un plan a partir de ses équations paramétriques, on
doit éliminer les parametres k et [. Pour cela, on se sert du calcul matriciel et en particulier

du déterminant d’'une matrice.

1. Matrice

Définition : Une matrice A, de genre pXn, est un tableau de nombres réels, comprenant p

lignes et n colonnes (p,n DNO) .

Exemple :
1 0 -1 2
A=12 -1 3 -1
2-21 3

Cette matrice est de genre 3x4,
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La place d’un élément (ou d’un terme) dans ce tableau est désignée par un double indice, le

premier indiquant la ligne et le second la colonne ou se trouve I'élément. Ainsi, a,; désigne

I’élément se trouvant au croisement de la 3¢™¢ ligne et de la 5¥™¢colonne.

Le terme général est désigné par a;,avecl<si<p,l<js<n.

an 6112 aln
A= 6121 a22 azn

a, 4, .. a,
Remarques :

* Une matrice dont tous les éléments sont nuls est appelée matrice nulle.
e Une matrice carrée est une matrice dont le nombre de lignes est égal au nombre de

colonnes. Ce nombre est alors appelé ordre de la matrice.

2. Déterminant

Définition : Le déterminant d’une matrice carrée A est un réel associé a cette matrice ; il est

noté dét A ou |A| Le déterminant :

e d'une matrice d’ordre 1 est égal a la valeur de son unique terme ;
a, a a, a

11 12 ’ / 11 12 — _
d’ordre 2 est le réel =a,,.0y, —0,,.0,,
ay Ay ay day

e de la matrice

e delamatrice | a, a, a,, |dordre3 estleréel

Ay Gy G| = Gyy0y 055 A1 Ayp05 F Ay 03015 = 310015 ~ 0y 015055 ~ A3,y

Q3 4y Ay

On peut associer un déterminant a toute matrice carrée. La formule du déterminant pour les
matrices d’ordre 3 est longue et difficile a mémoriser. Il existe deux méthodes pour calculer

ce déterminant ; nous n’en utiliserons qu’une appelée « Regle de Sarrus ».
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Toutefois, cette régle n’est valable que pour les matrices carrées d’ordre 3 !

Pour calculer un déterminant par la régle de Sarrus, on recopie les deux premiéres colonnes
a la droite du déterminant, on effectue la somme des produits des termes des diagonales

« descendantes » et on soustrait les produits des termes des diagonales « montantes ».

1 3 -1
Exemple : Calculons le déterminant de la matrice A=| -1 -3 1
2 2 -1
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3. Exercices

Calcule le déterminant des matrices suivantes :

7 9 1
|2 -3 0
5 6 4
19 1 5
2 (19 -1 5
19 1 -5
2 2 5
1 3
H({— 3 =
(3) 5 5
1 2 -5
1 1 2a
@ |la a a
1 2 3

(4) Equation cartésienne d’un plan

Considérons le plan 77 passant par le point A de coordonnées (xA;yA;ZA) et de vecteurs

directeurs u et v. Les équations paramétriques de ce plan peuvent s’écrire sous forme

matricielle :
X=X, X X

TS| Y=Y, =k. Y. +1. Y; (*)
Z_ZA Z; Z]‘/

X=X, X X
Considérons la matrice M =| y—y, y. -
172, %L %

Puisque u et v sont des vecteurs non paralleles du plan, ils sont non nuls et non multiples

I'un de I'autre. De méme, leurs composantes ne sont pas toutes nulles simultanément et ne
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sont pas proportionnelles. Dés lors, les deux derniéres colonnes de la matrice M ne sont pas

entierement nulles et ne sont pas proportionnelles.

Par contre, I'écriture (*) signifie que les composantes du vecteur AX sont des combinaisons

linéaires des composantes des vecteurs u et v. La premiere colonne de la matrice M est
donc combinaison linéaire des deux autres colonnes. Ainsi, grace a une propriété des

matrices, on peut écrire

X=X, X X
Y=ys ¥y, ¥:|=0
2=z, I Z

Il s’agit d’une équation cartésienne du plan 77 passant par le point A de coordonnées

(xA;yA;zA) et de vecteurs directeurs u et v.

Exemple : Ecrivons une équation cartésienne du plan suivant :

x=k-[+1
y=2k+I
7="2k-1+2

La formule générale de I’équation cartésienne d’un plan est

Définition : Le vecteur n(a;b;c) est un vecteur normal du plan 77. C'est un vecteur non nul

orthogonal a tout vecteur de ce plan.
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(5) Représenter un plan a partir de son equation cartésienne
Soit m=ax+by+cz+d =0.

1°" cas : Les coefficients a, b et ¢ sont tous trois non nuls : le plan 77 coupe chacun des axes

du repere.

Exemple : Soit 7=4x+6y+3z-12=0.

2eme cas : Un ou deux coefficients sont nuls : le plan est paralléle a un axe ou a un plan du

repéere.

Exemple : Soit 7=4x+3z-12=0.
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(6) Exercices

1. Ecris des équations paramétriques du plan 77 comprenant les points A(O;4;5),

B(1;-5:1) et C(0;-1;6).

2. Ecris des équations paramétriques du plan 77 comprenant le point P(l;—2;0) et de

vecteurs directeurs ﬁ(—l;l;O) et \7(1;2;—3).

x=k-1+3
3. Soitleplan m=4{y=1-1
z2="2k—-1+2

(1) Détermine les coordonnées du point M'si k=0 et [ =-1.

(2) Donne les coordonnées d’un point S appartenant a 77, différent de M.

4. On considére les points R(2;—1;1), S(O;5;2) et T(—4;5;1). Quelles sont les

coordonnées de point U appartenant au plan RST tel que la cote et I'ordonnée de U

soient égales et dont I'abscisse vaut le double de la cote ?

5. On donne, ci-contre, le tétraédre SABC ainsi qu’un repeére
cartésien.
(1) Détermine les coordonnées de chagque sommet.

(2) Ecris des équations paramétriques du plan SAC.

6. Représente et écris une équation cartésienne du plan :

(1) m paralléle au plan Oxy et situé 3 unités en dessous de celui-ci ;
(2) m, paralléle au plan Oyz et passant par le point (4; -3; 2) ;
(3) 1, perpendiculaire a I'axe Oz au point (0;0;6) ;

(4) m, paralléle au plan Oxz et situé 6 unités derriere celui-ci.

x =2k +5I
7. Recherche une équation cartésienne du plan a =< y =3k
z=-k +6l
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8. Détermine une équation cartésienne du plan 77 comprenant les points A(2;—1;1),
B(O;5;2) et C(—4;5;1) . Donne un vecteur normal de ce plan.
9. Détermine une équation cartésienne du plan 7T passant par A(1;2;—3) et de
vecteurs directeurs ﬁ(l;—2;3) et \7(3;2;1).
10. Représente la trace du plan a =3x+2y+2z =6 sur les plans d’un repere.
11. Détermine des équations paramétriques du plan 7= -3x+2y+z-1=0.
12. Détermine une équation cartésienne du plan S de vecteur normal 171(1;2;—1) et
passant par le point P(3;—5;—3) .
x=2k+[-5
13. Détermine les coordonnées du point d’intersection du plan {y=-3k—-2/+4 avec
z=k+3l-1
I’axe des ordonnées.
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C. Equations de droites

(1) Equation vectorielle

d

Considérons la droite d déterminée par 2 points distincts A et
B.

Soit X un point quelconque de cette droite.

X0Od < A, BetXsontalignés
—~ AB et AX sont paralleles

< AX =k.AB Equation vectorielle de d

E est un vecteur directeur de d.

(2) Equations paramétriques

Soit la droite d passant par les points distincts A(xA;yA;ZA) et B(xB;yB;zB) . Soit X (x;y;z)

un point quelconque de d.

XOd - AX =k.AB
o (xmmsy vz z) Th(n =X~z = 2)
x:k.(xB—xA)+xA

e sy=k(y;=v.)*t o
Z =k.(zB —ZA)+ZA

Exemple : Déterminons des équations paramétriques de la droite d déterminée par les

points A(S;—l;2) et B(—3;3;4).
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(3) Equations cartésiennes

Pour obtenir I’équation cartésienne d’une droite a partir de ses équations paramétriques, on

doit éliminer le parametre k.

Reprenons les équations paramétriques d’une droite comprenant le point A(xA;yA;zA) et

de vecteur directeur u(xu;yu;zu) :

On peut donc écrire la formule canonique des équations cartésiennes d’une droite :

x=-8k+5
Exemple : Ecrivons une équation cartésienne de la droite d =< y =4k —1
72=2k+2

La formule générale des équations cartésiennes d’'une droite est donnée par le systeme

formé des équations de deux plans sécants :

J= ax+by+cz+d =0
“ax+by+c'z+d =0

Il faut donc deux équations cartésiennes pour définir une droite, toujours considérée comme

I'intersection de deux plans.
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(4) Exercices
1. Ecris des équations paramétriques et une équation cartésienne de la droite AB si
(1) A(=1;2;3) et B(0;4;-1)

2) A(4;-1;3) et B(0;-1;-2)

2. Détermine des équations paramétriques et cartésiennes de la droite d comprenant le

point A(2;1; —2) et de vecteur directeur ﬁ(O; -1; 2) .

3. Détermine des équations paramétriques et un vecteur directeur de la droite d

paralléle a I'axe des abscisses et passant par le point A(3;4;2).

4. Donne les coordonnées d’un point et les composantes d’un vecteur directeur de la

+ [—
droite d Ex—3:y—1:Z—2.
2 4

5. On considere, dans un repére orthonormé, les
points A(2;5; —4) et B(4;1;5). T
(1) Détermine les coordonnées du point S

satisfaisant I'égalité 0S =0A+O0B. OB

(2) Détermine une équation cartésienne de la

droite AB. ' __ ﬁ

(3) Le point S appartient-il a la droite AB 1 s

comme le suggere la représentation ci- i 1 A\

contre ? o4
A=(2:5:-4)

—3x+2y+3=0

6. Détermine une équation cartésienne de la droite d =
y+z-5=0

)
[

=" La droite est donnée par 2 équations cartésiennes de plans.
L'astuce pour déterminer son équation cartésienne est d’isoler la lettre commune dans

chaque équation.
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7. Détermine des équations paramétriques et des équations cartésiennes des droites

représentées ci-dessous :

1) = A 2) -
A2
/’/ lﬂrl
____:,/ )
3
X
3) LY
A2
Iy
[EE— // &r-‘ S
7
| -~
3
X
5) z
dﬁ
o7
57
..I"
I
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D. Conditions de parallélisme et d’orthogonalité

(1) Parallélisme de deux droites

Deux droites sont paralleles si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont paralleles.

m
X
D
3
o
—
(0]
w
Q.
-
o
o
[¢]
[7,]
.
i
|
!
!
A\l
+
[\®]
(0]
o]
,
i
|
I
(%]
o
=}
—+
©
Q
-
=R
o
[¢]
[7,]
0O
Q)
-

(2) Parallélisme de deux plans

Deux plans sont paralléles si et seulement si leurs vecteurs normaux sont paralléles.

Exemple : Lesplans m=3y+z-2=0 et 77 =-3y—-z+5=0 sont paralleles car

(3) Parallélisme d’une droite et d’un plan

Une droite est parallele a un plan si et seulement si un vecteur directeur de la droite est

orthogonal a un vecteur normal du plan.

- +
Exemple : La droite d = x—2 y5 !

i =——=-z etleplan m=x-2y-7z+4 =0 sont paralleles car

(4) Orthogonaliteé de deux droites

Deux droites sont orthogonales si et seulement si leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux.

+5 +2
al X=z—l et d'ExT:y+1:z+3 sont orthogonales car

m
x
[
=
@
—
[}
(%]
Q.
2
o
=
M
(%]
U
Il
I ‘
I
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(5) Perpendicularité de deux plans

Deux plans sont perpendiculaires si et seulement si leurs vecteurs normaux sont orthogonaux.

Exemple : Les plans m=x-2y+3z+1=0 et 7 =17x+ y -5z -3 =0 sont perpendiculaires car

(6) Perpendicularité d’une droite et d’un plan

Une droite est perpendiculaire a un plan si et seulement si un vecteur directeur de la droite est

parallele a un vecteur normal du plan.

] Sx+2y+3=0 o
Exemple : La droite d = 3 et le plan 1=2x-5y =3 sont perpendiculaires car
Z =

é\ﬁea—vou 7

La notion d’orthogonalité est peut-étre le jour ou un hominidé préhistorique a\

acquis la station debout et a ressenti la verticalité. Qui sait ?
Le préfixe ortho est utilisé en mathématiques pour donner orthogonal, orthonormé,
orthocentre, ... mais aussi pour construire des mots parfois tres éloignés des sciences.
On retrouve par exemple ce préfixe dans orthographe, orthodoxe, orthopédie, ...
Tous ces mots proviennent du grec orthos, qui signifie droit, correct. Ceux qui ont subi des
traitements d’orthodontie savent toute la signification de ce préfixe...

Orthogonal est aussi construit a partir du mot grec gonia, qui signifie angle ou coin, et que

I’on retrouve dans la trigonométrie. /
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(7) Exercices

1. Détermine des équations paramétriques du plan 77" parallele au plan

x=2k-1+3
7T={y=-k+2[+5 et comprenant le point P(l;O;—Z) .
z=-1-3
2. Détermine la valeur de m et p pour que les plans g =2x+my+3z-5=0 et
B =px—6y—-6z+2=0 soient paralléles.
3. Les droites suivantes sont-elles paralleles ? Justifie ta réponse.
x:lk%Z
x=2k-1 3 R
(1) d=s<y=—k+2 et d'=s y=—g—l
z7=6k-3 z=k+1
+ - - +
(z)dgi:y_lzz_l ot d'Ef:M:3Z S
-3 2 -4 3 2 4
(3) AB et CD avec A(6;4;-4), B(4;0,-2), C(7;0;-2) et D(11;-4;0)
x=3_z
4. Ecris des équations cartésiennes de la droite d' parallele a la droite d =9 2 3
y=5
et comprenant le point P(2;—1;3) )
x=3k+2
5. Veérifiesiladroite d ={ y=k+1 estparalleleauplan 7=x+y-2z-3=0.
7=2k+4
—_ —_ + _1
6. Lesdroites d Ex—6 =yT2 =zetd'=x= y2 > :ZT sont-elles orthogonales ?
2
7. ladroite d EXT_l =y zg est-elle perpendiculaire au plan 7=5x+2y-7z+5=07?
8. Lesplans m=2x-3z=0 et m'=4x+2y-z=0 sont-ils perpendiculaires ?
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9. Détermine une équation cartésienne de la droite d comprenant le point P(0;4;5) et

perpendiculaire au plan m=-x-y+2z=0.

10. Détermine une équation cartésienne du plan 77 comprenant le point P(—l;O;l) et

x—2 z—1
3 -1

perpendiculaire a la droite d =

Pour chercher :

On donne des équations cartésiennes de trois droites dy, da, ds de I'espace :

% dlzm_l— z4+1 T :—21 dgz{I:1

p T VT T3 myTdT T y+z=2

a) Donner une équation du plan a contenant d; et parallele a ds.
b) Donner une équation du plan 3 contenant ds et parallele a ds.
c¢) Donner les équations de la droite d s’appuyant sur d; et dy et parallele a ds.

(Examen d’admission, ULg, 2001)

-40 - Géométrie analytique et synthétique de I’espace — 5° 6h  C. Scolas



E. Intersection de droites et de plans

(1) Positions relatives de deux droites

Pour déterminer analytiqguement I'intersection de deux droites, on résout le systeme formé

par les équations des deux droites.

/\/ L) =T LS

D et D' sont sécantes D et D'sont strictement D et D' sont confondues
paralléles

Det D sont non
coplanaires

D et D' sont coplanaires

En général, I'utilisation des équations paramétriques des deux droites facilite la recherche de

leur intersection.

Soit la droite d de vecteur directeur u et passant par le point A.

Soit la droite d' de vecteur directeur v et passant par le point B.

x=kx. +x, x=k'x. +x,
Ona: d={y=ky.+y, et d= y:k'.y;+y3.
2=kz.tz, z2=k'z. *z,
Le systéme a résoudre est donc de la forme :
kx. +x, =k'.x. +x,
ky.+y,=k'.y.+y,
kz.+z,=k'z. +z,

Il s’agit d’'un systeme de trois équations a deux inconnues, on résout d’abord le systeme
formé par deux de ces équations. On obtient alors des valeurs pour k et k’, et on vérifie que

ces nombres satisfont également la troisieme équation.
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Trois cas peuvent se produire :

Un seul couple de réel (k,k') convient : les droites sont sécantes en un point.

k et k’ peuvent prendre n‘importe quelles valeurs (on a un systéme indéterminé) : les
droites sont confondues.

Il ny a pas de valeur pour k et £’ (on a un systéme impossible) : les droites n’ont pas
de point d’intersection. Ces deux droites sont donc gauches ou paralléles distinctes.

La recherche de leurs vecteurs directeurs permettra de distinguer les deux cas.

Note : La recherche des vecteurs directeurs est rapide et permet de savoir si les deux droites

sont paralléles. = On commencera donc un exercice d’intersection de droites en étudiant

leur parallélisme.

x=k+1 x=-k"+3
Exemple : Déterminons l'intersection des droites d, =y =3k +1 et d, =1y =2k'+2.
z2=-k+3 z=k'+1

Exercices :

1. Détermine la position relative et I'intersection éventuelle des droites d, et d, :
x==-A+1 X=U+2
(1) d,=<y=24 et d,=<y=-3u-4
7=3A-2 z=—pu—1
2) dlEx—4:y+4:z—1 ot dZEx—8:y+4:z—2
3 2 4 12 8 16
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x+5y=3 x—y=3
3) d = et d, =
2y+z=2 3x+z=-6
i:—z-l-l 3x+2z=4
4) d =12 3 et d, = _s=0
y=5 YT
- 3x+2y-3=0
(5) dlEx 1:l:i et = Yy
2 -3 -1 y+3z=0
- 2x+3y=-1
(6)d15x+3:y+lzz 2 et d,= XT3y
-2 4 -3 x—z=-3

2. On donne les points A(3;O;O), B(O;4;O), C(O;O;3) et D(2;2;p).

(1) Pour quelles valeurs de p les droites AB et CD sont-elles sécantes ?

(2) Quelles sont les coordonnées de leur point d’intersection ?

(2) Positions relatives de deux plans

Pour déterminer analytiquement l'intersection de deux plans, on résout le systeme formé

par les équations des deux plans.

P et P’ sont sécants suivant P et P'sont strictement

P et P’ sont confondus
la droite D paralléles

P et P'sont paralleles
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e 1%*sjtuation : On donne les équations cartésiennes des deux plans.
Il s’agit d’'un systeme de deux équations a trois inconnues ; on cherche a éliminer
deux inconnues (x, y ou z) pour écrire I'équation cartésienne de I'éventuelle droite
d’intersection.

e 2®megjtuation : On donne les équations paramétriques des deux plans.
Il s’agit d’un systéme de trois équations a quatre inconnues. On se raménera a la 1°™

situation en déterminant I’équation cartésienne de chaque plan.

Trois cas peuvent se présenter lors de la résolution du systeme :
e Le systeme est impossible : cela signifie que les deux plans sont strictement
paralléles.
e Le systéme est indéterminé, il admet une infinité de solutions.
o Les deux plans sont confondus.

o L’intersection des deux plans est une droite.

Note : La recherche des vecteurs normaux est rapide et permet de savoir si les deux plans
sont strictement paralleles ou confondus. = On commencera donc un exercice

d’intersection de plans en étudiant leur parallélisme.

Exemple : Déterminons la position relative et I'intersection des plans @ =2x+3y-5z-1=0

et f=-x+2y+z+2=0.
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Exercices :
1. Détermine la position des plans a et B. S’ils sont sécants, donne une équation
cartésienne de leur droite d’intersection, sous forme canonique.

(1) a=x+3y-5z=2 et LE-x+y+7=6

2) a=-2x+y+3z+6=0 et L=x-5z=0

(3) a=3x—-2y+z=7 et L=27=4y—-6x+3
x=—k+I[+1 x=-2k'-6l'+2

4) a=y=k+2[-2 et B=y=6k"+6l'-1
z=-3l z=k'+1

2. Détermine la position relative et [I'éventuelle intersection des plans

a=2x+y-z-2=0et f=x+3y+7z-11=0.

(3) Positions relatives d’une droite et d’un plan

Pour déterminer analytiquement l'intersection d’'une droite et d’un plan, on résout le

systeme formé par les équations de la droite et celle du plan.

//// T

D et P sont sécants en 4 D est strictement paralléle D est incluse dans P
arP

D et P sont paralléles

Il est plus facile de résoudre le systeme formé par I'équation cartésienne du plan et les

équations paramétriques de la droite.

x=k.x;l+xA
Soit le plan 7m=ax+by+cz+d =0 etladroite d = y:k-)’;,"'yA-

=k +
z=kz. 2z,
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Le systéme a résoudre est donc de la forme :
ax+by+cz+d =0

x=kx +x,

y=ky.ty,

z=kztz,

Il s’agit d’un systeme de quatre équations a quatre inconnues qu’on peut facilement
transformer en une seule équation (d’inconnue k) en remplagant les expressions x, y et z de

la droite dans I’équation du plan :

a(k.x; +xA)+b(k.y; +yA)+c(k.ZL; +ZA)+d =0.

Trois cas peuvent se produire par rapport a cette derniere équation :
e L’équation n’a pas de solution : la droite est parallele au plan.

* L’équation admet une infinité de solutions (tout nombre réel k convient) : la droite

est contenue dans le plan.

e L’équation admet une seule solution : la droite coupe le plan en un point.

y+5
-2

, . ) . . x—1
Exemple : Déterminons lintersection de la droite dET: =z et du plan

T=Ex—-4y+3z-7=0.
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Exercices :

Détermine la position du plan 77 et de la droite d :

x=4k-9
(1) m=3x+y-z+6=0 et d={y=-4

7 =-6k +20

z=-1+k+I z=1

x=4k+1
y=5k+2
z=3k+6

(3) m=2x-y-z-8=0 et d=

4) m=3x+z=-1 et d=

x=2k-1+2 x=k'+3
(2) m=3y=k+3l et d={y=-k'+2
{—2x+y—3z=1

-47 - Géométrie analytique et synthétique de I’espace — 5° 6h  C. Scolas



(4) Positions relatives de trois plans

A partir de la solution du systéme a 3 inconnues formé par les équations cartésiennes des 3

plans, on peut en donner une interprétation géométrique.

Quatre cas peuvent se présenter :
e Le systéeme a une solution unique : les coordonnées du point d’intersection des trois

plans.

e Le systéeme est simplement indéterminé : les trois plans ont une droite commune.

* Le systeme est doublement indéterminé : les trois plans sont confondus.

JT,

e
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* Le systéme est impossible : les trois plans n’ont aucun point commun.

ﬂrl
JIZ
] 'ﬂ:3 JF’
%
T,
3 i

Les trois plans se coupent Les trois plans sont paralleles. Le troisieme plan coupe
deux a deux suivant des les deux plans paralleles
droites paralleles. suivant deux droites

paralléles.

Pour résoudre un systeme de trois équations a trois inconnues, nous allons utiliser la

méthode de Gauss qui se base sur le calcul matriciel.

La méthode de Gauss consiste a utiliser des combinaisons linéaires des équations du
systéeme pour obtenir des équations plus simples, dans la mesure ol le nombre d’inconnues

diminue dans des équations des systéemes équivalents.

La matrice d’un systéme d’équations

ayx tapx, t...ta,x, =b

a,x, tayx, *+..+ta,x =b,

n

a,x ta,x,*t..ta,x, =b,

pn’'n

est la matrice obtenue a partir des coefficients et des termes indépendants du systeme
d’équations.

Concrétement, on trace une ligne verticale pour séparer les coefficients a, des termes

indépendants b, :

a, 4y a,,| b
a Ay a,,|b,
a, 4a, .. a,lb,
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On va progressivement transformer cette matrice en une matrice échelonnée grace aux

principes d’équivalence des systémes.

Une matrice échelonnée d’un systeme de trois équations a trois inconnues est une matrice

de la forme
0
0 O

3x,+2x,+3x,=-5
Exemple : Résolvons le systéme < 2x, —=5x, =3x, =4
2x, +3x, —x; =12

Interprétation géomeétrique :
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Exercices :

Résous les systemes suivants en utilisant la méthode de Gauss et donne une interprétation

géométrique précise? des solutions.

x=2y+z-7=0
(1) 2x+y—z+2=0
x=3y+2z-11=0

Tx+4y+7z+11=0
2x-y—-z+2=0
x+2y+3z-1=0

2)

2x—y-3z=1
3x+2y-2z=-4

|
|
|

3)

2x—y+z=4
—4x+2y—-2z7=-8
27-2y=8-4x

“4)

x+y—-2z=5
—2x-2y+4z=10
—x—y+2z=5

)

3x+y-2z=1
(6) —x+3y+4z=5
x+2y+z=2

x—y+z=1
(7 3x+3y=4
2x+4y-z=3

2Si les trois plans ont un point commun, donne les coordonnées de ce point. Si les 3 plans ont une droite
commune, donne une équation cartésienne de cette droite. Si les trois plans n’ont aucun point commun, précise
leur position. Si le systeme est impossible, précise la position des 3 plans.
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x+y—-2z=5
(8) 2x+2y-4z=10
x+7y+2z=3

2x+y+3z=2
9) x+2z=-1
2x—2z=3

x—4y-z=1
(10) 2x-5y+2z=2
6x—18y+2z=6

Le saviez—vous |

Les Neuf chapitres sur I'art mathématique est un

livre anonyme chinois de mathématiques contenant 3( :

des textes écrits entre le I1¢ siecle avant J.-C. et le | siecle avant g ;
J.-C.Il propose 246 problemes et leurs solutions afin d’obtenir  § §
une méthode générale de résolution de probléemes. Le 8¢ 'E%ié
chapitre de cet ouvrage s’intitule Fang chen — La disposition f'f‘iaj
rectangulaire et propose un principe de résolution de problémes g%}-

a plusieurs inconnues. il iﬁg
Sur le méme principe que les systémes de deux équations a deux ‘wﬁ
inconnues, on peut poser et résoudre un systeme de n équations

a ninconnues.
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F. Distance d’un point a un plan ou a une droite

La distance d’un point a un plan (a une droite) est la distance minimale entre ce point et un

point du plan (de la droite).

e La distance du point P au plan 7T est la distance de ce point a sa projection

orthogonale sur 77. Pour la calculer, il faut :

e La distance du point P a la droite d est la distance de ce point a sa projection

orthogonale sur d. Pour la calculer, il faut :
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(4) Exercices

1. Calcule la distance du point B(—2;—4;3) auplan a =2x-y+2z+3=0.

2. Calcule la distance du point A(0;3;2) auplan 7=z=0.

x=3k+5
3. Calcule la distance du point C(2;3;—1) aladroite d =4y =2k
z=-2k-25
x=1+3k
4. Calcule Ila distance entre les deux droites paralleles d=qy=2-k et
7=3+2k
x=5-9I
d'=<y=3l
z=-2-6/

5. Calcule la distance entre les deux plans paralleles 7=2x-y+4z-24=0et

MT'=4x-2y+8z-57=0.

x=2k-2 x=-5
6. Calcule la distance entre les droites d, =< y=-4k—-6 et d, =<y=-1-6.
7=3k+6 z=2-1
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G. Exercices divers

1. Détermine une équation cartésienne du plan médiateur du segment [AB]avec

A(1;-7;3) et B(0;5-3).

2. On considere, pour tout réel m, la famille de plans 77, d’équation
1 2 1 Y N\ 7
" x+(m=1)y +§mz -3 =0 (oU m est un parametre réel).

(1) Pour quelle(s) valeur(s) de m le point A(l;l;l) appartient-il au plan 77, ?
(2) Montre que les plans 717 et 77, sont sécants et donne des équations

paramétriques de leur droite d’intersection d.

(3) Montre que lintersection entre 77, et d est un point (noté B) dont tu

détermineras les coordonnées.

(4) Justifie que, pour tout réel m, le point B appartient au plan 77, .

m

3. On considere la droite d= ainsi que la famille de plans

2y+z=3
x—y+2=0
7T, =mx+2y—z=m (oum estun parametre réel).
(1) Pour quelle(s) valeur(s) de m le plan 77 est-il parallelea d ?

m

(2) Pour la(les) valeur(s) trouvée(s) en (1), la droite est-elle strictement paralléle

au plan 77, ou incluse dans ce plan ?
(3) On donne le point P de coordonnées(0;2;3). Donne, en fonction de m, la

distancede Pa 71,.

x=ak+3
4. Discute, en fonction du réel a, la position de la droite d =< y=2k+2 et du plan
z=-k+a

T=3x-2y+5z-1=0.
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5. On donne trois points A(3;0;3), B(3;3;0) C(O;3;3). Ces trois points forment un

tétraedre avec I'origine du systeme d’axes.
(1) Représente ce tétraedre.
(2) Ce tétraedre est-il régulier ?

(3) Calcule la distance du point O au plan ABC.

6. Soit un tétraédre ABCD dont les coordonnées des sommets sont A(0;4;2), B(3;15),
3
C(—I;E;—6j et D(6;-2;1).

(1) Détermine une équation cartésienne du plan contenant la base ABC.

(2) Détermine des équations paramétriques de la hauteur issue de D et
perpendiculaire au plan ABC. Et calcule les coordonnées du point de percée
dans ce méme plan.

(3) Calcule les coordonnées du point H, projection de C sur AB dans le triangle

ABC.
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