C. Fonctions cyclométriques

Les fonctions trigonométriques sont des fonctions périodiques, elles ne sont donc pas
injectives.
Pour obtenir des réciproques qui soient des fonctions, nous devrons, dans chaque cas, prendre
une restriction, ¢’est-a-dire les €tudier sur un intervalle inclus dans leur domaine ou elles sont
injectives.
Les fonctions réciproques des restrictions des fonctions trigonométriques sont appelées

fonctions cyclométriques.

1. Fonction arcsinus

(1) Activité

Dessine le graphe de la fonction sinus et celui de sa réciproque dans le repere ci-dessous :

A

La réciproque de la fonction sinus est-elle une fonction ? ...........cccoeciiieriiiiiiieiniieeniieeieeeieee
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A quel intervalle I peux-tu restreindre la fonction sinus afin que sa réciproque soit une
fonction ? Un tel intervalle 7 est-il UNIQUE 7 ....cc.eeeeieeeiiiieeiieeeieeeciee et ereeeareesveeeeaeee s

Quels sont alors le domaine de définition et I’ensemble-image de cette fonction réciproque ?

(2) Définition

On vient de voir que la réciproque de la fonction sinus : IR — [—1;1] n’est pas une fonction.

. . . . /i .. e .
On restreint alors la fonction sinus a [—5,5} Cette restriction est une bijection de

{—g;lﬂ sur [~1:1].

. . L. mm . .
Sa réciproque est également une bijection de [—1;1] sur [—5,5} . Elle est nommée arcsinus

et notée arcsin ou sin™' , pour rappeler qu’il s’agit de la réciproque de la fonction sinus.

Définition : arcsin :[~1;1] - [—%’

,E} : x> arcsin x tel que

arcsinx=y < x=siny et -—

et

T , . . . T
car g est I’amplitude en radians, comprise entre _E E,

Exemples : (1) arcsinT3 =

de I’angle dont le sinus vaut 73 .

(2) arcsin0=0

3) arcsin(—QJ =
2 4

Dans un plan rapporté a un repere orthonormé, le graphe cartésien de la fonction arcsinus est

o L. . L. . . N /v
le symétrique du graphe cartésien de la restriction de la fonction sinus a [—5,5} par rapport

a la premiere bissectrice du repere.
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L Uintervalle [— = ; =] :

On observe sur le graphique que la fonction arcsinus est impaire : arcsin (—x) =—arcsin x.

Saracine est x=0.

Cette fonction est croissante, continue sur [—1; 1] et dérivable sur ]—1;1[ .

De plus, DxD[—l;l] :sin(arcsinx) =x et DxD[—

T . .
— —}:arcsm(smx) =x
2 2

o

De ces deux propriétés, on peut déduire que

) 1 1 . /ANY/i
sin| arcsin— |=— et arcsin| sin— |=—
2) 2 6 6

Toutefois, il faudra étre attentif au domaine de validité de ces propriétés.

27T

Ainsi, arcsin sinz—n Z— car 2—”D -——.
3 3 3 2 2

On aura plut6t arcsin sinz—n = arcsin ﬁ = et ]—TD —I—T;I—T .
3 2 3 3 22

ﬁ FONCTION ARCSINUS EE- H
HTTPS://BIT.LY/38DS24A [=]EF
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(3) Dérivée

Propriété : La fonction arcsinus est dérivable sur ]—1; 1[ .

1

1-x

Pour tout x de ]—1; 1[ , (arcsin x)' = = .

Démonstration :

ﬁ La démonstration en vidéo : « Dérivée de la fonction arcsinus ».
https://bit.ly/3sJt6HO

De plus, le théoreme de dérivation des fonctions composées nous permet d’écrire :

[arcsin(f(x))]' :%
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2. Fonction arccosinus

(1) Activité

Sur le graphique ci-dessous est représenté le graphe de la fonction cosinus et de sa

réciproque...

Sur quel domaine la fonction cosinus a-t-elle été restreinte afin que sa réciproque soit une
FONCTION 7 ..ottt et ettt e sae e et e st et e sae e e beesaneenbeenaneeane

Quels sont alors le domaine de définition et I’ensemble-image de cette fonction réciproque ?

(2) Définition

La réciproque de la fonction cosinus : IR — [—1;1] n’est pas une fonction. On restreint alors la

fonction cosinus a [0; IT] . Cette restriction est une bijection de [0; IT] sur [—1;1] .

Sa réciproque est également une bijection de [—1;1] sur [O; 7T] . Elle est nommée arccosinus et

notée arccos ou cos”' , pour rappeler qu’il s’agit de la réciproque de la fonction cosinus.

Définition : arccos:[—l;l] = [0;71] 1 x > arccos x tel que

arccosx=y < x=cosy et O0<ysm
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T T . . .
Exemples : (1) arccosO :E car By est I’amplitude en radians, comprise entre 0 et 77 , de

I’angle dont le cosinus vaut 0.
(2) arccos (—1) =

27T

(3) arccos (—%} = ?

Dans un plan rapporté a un repere orthonormé, le graphe cartésien de la fonction arccosinus

est le symétrique du graphe cartésien de la restriction de la fonction cosinus a [0; 7T] par

rapport a la premiere bissectrice du repere.

. A

: Y

: : : : \ y=arccosx

: : : E LT y = cosx restreinte a

. . . . . - .

S HITIRIES SN - Tintervalle [0; 7] 1o
: i i A : : : i

. . . o . . . .

E E E <7 0 X,
. T . . ".

i ; al

. . L .

. ' o '

. NP ST

. : £

. . -

. .

: -

- -

e = T LT

On observe sur le graphique que la fonction arccosinus n’est ni paire, ni impaire, elle est
quelconque.

Saracine est x=1.

Cette fonction est décroissante, continue sur [—1;1] , dérivable sur ]—1;1[ et positive.
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De plus, DxD[—l;l]:cos(arccosx)=x et DxD[O;IT]:arccos(cosx) =x

De ces deux propriétés, on peut déduire que

1 1 Y/ 7
COS| arccos— |=— et arccos| cos— |[=—
2 2 6 6

Toutefois, il faudra étre attentif au domaine de validité de ces propriétés.

Ainsi, arccos(cos(—gﬁ Z —g car —%TD[O;H] .

On aura plutdt arccos (cos (_%TD = arccosg 2%7 et %TD [O; IT] .

ﬁ FONCTION ARCCOSINUS
HTTPS:/ /BIT.LY/ 3BATNLE
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(3) Dérivée

Propriété : La fonction arccosinus est dérivable sur ]—1;1[ .

-1

Pour tout x de ]—1; 1[ , (arccos x)' = =
1-x

Démonstration :

. 5]
i
H 0]

ﬁ La démonstration en vidéo : « Dérivée de la fonction arccosinus ».
https://bit.ly/2WsHurf

[=]

De plus, le théoreme de dérivation des fonctions composées nous permet d’écrire :

[arccos(f (x))]' :%(zx()x)
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3. Fonction arctangente

(1) Activité

Sur le graphique ci-dessous est représenté le graphe de la fonction tangente et de sa

réciproque...

Sur quel domaine la fonction tangente a-t-elle été restreinte afin que sa réciproque soit une
FOMCTION 7 ettt ettt et sttt e sa e st s et e bt esae e e beesaneenbeenaneeane

Quels sont alors le domaine de définition et I’ensemble-image de cette fonction réciproque ?

(2) Définition
La réciproque de la fonction tangente : IR \{g +kmk DD} — IR n’est pas une fonction. On

. . N T .. e T
restreint alors la fonction tangente a }—E ;g{ . Cette restriction est une bijection de }—E ;g{

sur IR .

. . s . 7 2
Sa réciproque est également une bijection de IR sur }—E;g[ . Elle est nommée arctangente

et notée arctan ou tan”' , pour rappeler qu’il s’agit de la réciproque de la fonction tangente.
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Définition : arctan: IR — }—g;g[:xH arctan x tel que

/4 /4
arctanx=y < x=tany et —E<y<E

T Vg , . . . .
Exemples : (1) arctan(—l) = _Z car _Z est 'amplitude en radians, strictement comprise

T T
entre _E et — , de I’angle dont la tangente vaut —1.

2
(2) arctan0=0

Vi
arctan+/3 = g

3)

Dans un plan rapporté a un repere orthonormé, le graphe cartésien de la fonction arctangente

Lo L. . L. . N T
est le symétrique du graphe cartésien de la restriction de la fonction tangente a }—E;g[ par

rapport a la premiere bissectrice du repere.

[P

S~
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On observe sur le graphique que la fonction arctangente est impaire : arctan (—x) = —arctan x.

Saracine est x=0 .
Cette fonction est croissante, continue et dérivable.

On observe également que :

. T T .
e lim arctanx=5 =y :5 est asymptote horizontale au graphe de

X — too

f(x) =arctan x en +oo

. T T .
e lim arctanx=—5 = y=—5 est asymptote horizontale au graphe de

X - =00

f(x) =arctan x en —oo

De plus, (xR :tan(arctan x) =x et [x D}—g;g[:arctan(tan x) =x

De ces deux propriétés, on peut déduire que
tan (arctan V3 ) =3 et arctan (tan gj = %T .

Toutefois, il faudra étre attentif au domaine de validité de ces propriétés.

Ainsi, arctan(tan2—ﬂj¢2—ﬂ car Z—HD —LT;— .
3 3 3 2

On aura plutot arctan(tanz—ﬂj = arctan(—x/g) =7 et —ED}—l—T;,—T[.
3 3 3 2

ﬁ FONCTION ARCTANGENTE
HTTPS:/ /BIT.LY/3BJIB5D
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(3) Dérivée

Propriété : La fonction arctangente est dérivable sur IR.

Pour tout x de IR, (arctan x) = T
+Xx

Démonstration :

De plus, le théoreme de dérivation des fonctions composées nous permet d’écrire :

[arctan(f (x))]' = %
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4. Regle de I’Hospital

La regle de I’Hospital, bien qu’elle ait ét€ découverte par le mathématicien suisse Bernoulli

(1667-1748), permet de lever des indéterminations dans le calcul de certaines limites.

Propriété : Si f et g sont deux fonctions continues et dérivables en a telles que lim fEX; :%
X-a g x
ou 2, alors lim f(x) =lim f, (x) .
o MO () T ()

Démonstration :
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. arcsin x
Exemple : lim——— =

=0 2x

) La regle de I’Hospital...une supercherie
Le saviez—vou

Officier de cavalerie, Guillaume de I'Hospital, marquis de Saint-Mesme, fut
trés apprécié par ses contemporains. Il publia en 1696 «I'Analyse des
infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes ». Cet ouvrage, premier
du genre, contribua largement a promouvoir les méthodes du calcul
infinitésimal de I'allemand Gottfried Leibniz.

Il défendit cet algorithme contre les attaques d’un autre

& de PHospital mathématicien francais, Michel Rolle (1652-1719) qui
(1661-1704) ) R ) ;
publia des travaux d’algébre et d’analyse et qui
considérait les nouvelles méthodes de calcul infinitésimal dues a Leibniz comme
« une collection d’illusions trompeuses ».
Beaucoup de contemporains ignorérent que le
mathématicien aristocrate avait passé avec le suisse
Jean Bernoulli un contrat de publication des travaux

de ce dernier.

Ce n’est que bien apres la mort du francais que

Bernoulli constata que son collégue avait publié

. Rolle
{1652-1719)

plusieurs de ses découvertes sous le nom de

Guillaume de I'Hospital. Ainsi, donc, la célébre regle de levée de certaines

indéterminations n’est pas de lui mais bien de... Bernoulli.

2 Berrowlh
(1667-1748)
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5. Exercices

M)

' https://bit.ly/45ixeiM

1. Détermine la valeur des expressions suivantes en radians, sans calculatrice.
.2
(1) arcsin—

(2) arcsin (—0, 5 )

(3) arctanl

(4) arcsin (sin 5—”)
4
(5) arccos (sin STITJ

(6) arctan (tan %Tj

2. Trace le graphe des fonctions suivantes au départ des fonctions usuelles et détermine

leurs domaine, racine(s), ensemble-image et éventuelles asymptotes :
. (X
M f (x) = arcsin (Ej
(2) f(x)=arcsin(2x+2)
3 f (x) = arccos (x - 1)

@ f (x) = 2arctan(x+2)

5) f(x)=

T
— —arctan x
2

©6) f (x) =arccos x +1

3. Détermine une expression analytique de la réciproque des fonctions suivantes :
(1) f(x)=3.sin(2x)+1

(2) f(x)=arccos(3x)—4
2 ]
=x
5
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4. Donne les conditions d’existence, le domaine de définition, la(les) racine(s) et la

dérivée des fonctions suivantes :
1 f (x) = arcsin(2x)
(2) f(x)=arcsin(x+1)

(3) f(x)=arctan l)

X
@ f ( ) arccosv x” -1
(5) f(x)=+x*—1+arcsinx

= X
(6) f(x) = arccos(x_lj

5. (1) Si y =arcsin x, que valent sin y,cos y,tany ?
(2) Si y =arccos x, que valent cos y,sin y,tany ?

(3) Si y =arctan x, que valent tan y,sin y,cosy ?

Astuce : On utilise un triangle rectangle et les nombres trigonométriques, avec la
« formule » SOHCAHTOA.

[=], 7
ﬁ L’exercice (1) en vidéo: « Calculer les nombres trigonométriques d’un "E_t'_l'
nombre cyclométrique ». E
https://bit.ly/2WpKrst
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6. Vérifie les identités suivantes (sans calculatrice) :

(1) tx D[—l;l] :arcsin x +arccos x :%T
(2) arctan l + arctan l = LT
2 3 4
3) arccos—3 + arccosl -
2 2 2

1 1 1
(4) arctan— +arctan— +arctan— =—
5 2 8 4

ﬂ Astuce : On « injecte » une fonction trigonométrique de part et d’autre de I'égalité.

ﬁ "exercice (1) en vidéo : « Vérifier une identité cyclométrique ».
https://youtu.be/dC_FwV5VGsY

7. Résous les équations suivantes :

(1) arcsin(2x+4)=0

(2) arccos(2x)+4=0

(3) arctan (2x) + arctan (3x) =

&1y

(4) arcsin2x = %T +arcsin x
(5) arcsin 3 + arcsini =y
5 5
3
(6) arccosx =2.arccos (Zj

(7) arccos (2x) —arccos x = %T (ULB,Juillet 2015)
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Astuce : On « injecte » une fonction trigonométrique de part et d’autre de I'égalité. Mais

cette méthode introduit des solutions parasites car les fonctions trigonométriques ne sont

pas injectives.

-

L’exercice (3) en vidéo : « Résoudre une équation cyclométrique »

https://bit.ly/3muhne?7

-

« Résoudre une équation irrationnelle » (contenant au moins une

racine carrée)

https://bit.ly/3mBeQOaf

point d’abscisse %

x/§+2cosx
1) im —————
M xﬁ?” tan® x—1

2) }lelil arcsin (2x - 1)

2

3) lim1 arccos (1 - x)

X—>——

2

@ lin(} arctan (lj

X

(5) hm3—x
x-0 arctan 2x

8. Détermine une équation de la tangente a la courbe d’équation y =2 arccos (x2 - 2x) au

9. Calcule les limites suivantes et donnes-en une interprétation graphique :
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(6) lim x(g —arctan xj

X — +oo

arcsin x —2x

(7) lim —
x=0 sin” x
arccos x —arcsin x
8) 1l
3 im 1
Xﬂj x _——
2
9) lim —arccos x

x>l arcsin x

. . 1
10. Recherche les équations des asymptotes de la fonction f (x) = xz.arctaan .
X

11. Fais 1’étude complete de la fonction f(x):arctan( +x
X

] (domaine, parité,

intersection avec les axes, asymptotes, dérivée premiere et croissance, dérivée seconde

et concavité, tableau récapitulatif, graphique)

12. Lors d’une exposition de peinture, un amateur d’art observe un tableau d’une hauteur
de 2,8 m suspendu a 1,2 m du sol. Les yeux de I’observateur sont a 1,7 m du sol. A
quelle distance du mur doit-il se tenir s’il veut observer le tableau sous un angle de

vision de 45° ?
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13. Un photographe cherche a déterminer la distance x a laquelle il doit placer son
appareil pour prendre une photo de la statue de la liberté sous un angle & maximal.
On admet que & est compris entre 0° et 90°.

Voici les conditions a respecter :
* T’appareil photo est a 1,5 m du sol ;
* le piédestal a pour hauteur 45 m ;
* la statue mesure également 45 m de hauteur.

A

[ U]

14. GOOGLE FORM : « Fonctions cyclométriques » E
https://forms.gle/hnhamDRtQuKvTAnm7

Fonctions réciproques et cyclométriques — 6"™ 6h C. Scolas -33 -



Pour chercher :

1. On désire éclairer, au moyen d’un spot unique fixé au plafond, un tableau de hauteur
h=0 suspendu au mur, comme illustré ci-dessous. On consideére une approche

bidimensionnelle. On note d la distance (mesurée verticalement) entre le dessus du

tableau et le plafond et x la distance (mesurée horizontalement) entre le spot et le

mur.

Plafond
/ﬁ:\?éh"‘"-u_h___‘_ d
Spot N ==

Yy Jrl'

Tableau

Mur

L’angle 6 que doit couvrir le spot pour éclairer le tableau dépend de la distance x par

a’+h] [d]
—arctan|—|.
X X

(1) Calcule lim 6 (x) en discutant s’il y a lieu en fonction des parametres d et h.

x—0"

la relation 6(x)= arctan

(2) En considérant d et h comme des parametres fixés, détermine la valeur maximale

de I’angle € et exprime cette valeur en fonction de d et h.

. . X . . . .
2. Etudie la fonction f (x) = arctan ——— en discutant s’il y a lieu en fonction des
a —x

valeurs du parametre a > 0 . En particulier, détermine
(1) le domaine de définition de f
(2) les asymptotes éventuelles
(3) croissance / décroissance / extrema
(4) concavité / points d’inflexion
(5) Esquisse le graphe de f.
(d’apres Examen d’admission, ULg, 2002)
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